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 الفضاءات المترية الجزئية ومفهوم النقطة الثابتة 
 بشرى حسين سيد

  الأساسيةكلية التربية  –جامعة ميسان 
 المستخلص: 

تشكل الفضاءات المترية عائلة فرعية من عائلة المساحات الطوبولوجية، أو بعض 
، يمكن العثور عليها باستخدام المناسبة. النقطة الثابتة، دائماً تقريباً الفضاءات غير الفارغة  

ا  Picardتكرار   استخداماً()تكرار  الأكثر  الثابتة  نقطة    إذ   لنقطة  أي  من  البدء  يمكن 
في الفضاء. إن إيجاد نقاط ثابتة للتعيينات يعتمد بشكل أساسي على إعدادات  x  -0ابتدائية

المساحات المدروسة التي يتم تعريفها باستخدام بعض المسلمات البديهية. فئات مختلفة من 
المساحات المعممة والعديد من الانكماشات سوف تسفر عن مجالات بحث ديناميكية جديدة 
وبالتالي أنواع مختلفة من تخمينات النقط الثابتة الموحدة دفعة واحدة. معظم الجهد الذي تم  
بذله على نظرية النقطة الثابتة كان موجه إلى تحديد مجموعة متنوعة من الشروط الكافية 

من   بحثتكون اليالقابلة للتطبيق والتي يمكن التحقق منها بسهولة لمشكلات النقاط الثابتة.  
مجموعة متنوعة من المناقشات المتقدمة والموضوعات المعاصرة حول نظرية النقطة الثابتة  

ال إطار  يحتوي  النتائج.  جدوى  لعرض  وتطبيقاتها  الرياضيات   بحثالمترية  على  شك  بلا 
لشروط المريحة لإثبات ما لدينا نظريات  من ا  نحن نستكشف مزيجاً مثالياً   النظرية البحتة.

جديدة وإنجاز الفكرة بالتفصيل الكامل لبرهان كافة النتائج التي تم الحصول عليها باستخدام 
هذ نتائج  التقنية.  وعالية  للتطبيق  وقابلة  مختلفة  إثبات  وتحليلية    بحثال  اأنماط  نظرية 

نقطة الثابتة تطور في تحليل نظرية ال  وأحدثبطبيعتها. هذه الدراسة تتبع الاتجاه الحديث  
فصول  به    تجمعوهذا البحث  حول هذه النظرية.     أساسياً سليماً جداً   المترية، ويقدم نصاً 

مة إلى  مختارة عن المواضيع الحديثة لنظرية النقطة الثابتة وتطبيقاتها، كل منها مقسثلاثة  
 عدة أقسام، مرقمة تدريجياً.

 عد استقرائي. فضاء متري، مبهم، حدودي، بعد صفري، ب  الكلمات المفتاحية:
 Submetric metric spaces and the fixed point concept 
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University of Misan - College of Basic Education 

bosharahussein@gmail.com 

 :https://orcid.org/0009-0003-3953-6558 

Abstract: 

Metric spaces form a subfamily of topological spaces, or some 

appropriate non-empty spaces. The fixed point can, almost always, be 

found using the Picard iteration (the most widely used fixed point 

iteration), as one can start from any initial point 0-x in space. Finding 

fixed points for mappings depends mainly on the settings of the 

studied spaces, which are defined using some intuitive axioms. 

Different classes of generalized spaces and several contractions will 

yield new dynamic research areas and thus different types of uniform 

fixed point conjectures at once. Most of the effort expended on fixed 

point theory has been directed at specifying a variety of applicable 

and easily verifiable sufficient conditions for fixed point problems. 
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The paper consists of a variety of advanced discussions and contemporary topics on metric fixed 

point theory and its applications to present the feasibility of the results. The research framework 

undoubtedly contains pure theoretical mathematics. We explore the ideal combination of relaxed 

conditions to prove our new theorems and realization of the idea in full detail to prove all the 

results obtained using different, applicable and high-tech proof modes. The results of this research 

are theoretical and analytical in nature. This study follows the recent trend and latest development 

in the analysis of metric fixed point theory, and provides a very sound basic text on this theory. 

This research brings together selected chapters on modern topics of fixed point theory and its 

applications, each of which is divided into several sections, numbered gradually. 

Keywords: metric space, fuzzy, parametric, zero dimension, inductive dimension. 

 : لمقدمةا
يمثل الفضاء المتري فرعاً هاماً من عائلة المسااحات الطوبولوجياة فارغم حداثتاه الا اناه ناال اهتماام كثيار مان الناشاطين فاي 

تطرقناا الياه فاي بحثناا ولكان بشاكل  اا   الاساساية فاي الفضااء المتاري( وهاذا ماا المبااد ومن اهم مواضايعه )  الرياضيات،مجال  
الضاوء علاى مفهاوم الفضااءات وبعاض انواعهاا وطار  بعاض تام تساليط فقاد  المترية الجزئية ومفهوم النقطاة الثابتاة(  )الفضاءاتفي  

 مراحل:ثلاث  وهذا تم على والأمثلةالمبرهنات  
النظاام نوعااان ماان  االاساساية فااي الفضااء المتااري وحادد فيااه نظاام الاعااداد الح ي ياة ولهااذ المباااد تناولناا فااي الفصال الاول 

الخوا   وا  جبرية و اوا  تتعلاق بمفهاوم البعاد او )المساافة( وفاي الفصال الثااني تطرقناا الاى مفهاوم الاساتمرارية فاي الفضااء 
المتااري ويعااد ماان الاادوال ذات الاهميااة فااي دراسااة الرياضاايات وفااي الفصاال الا ياار تطرقنااا الااى اهميااة الفضاااءات المتريااة الجزئيااة 

 الرياضي.ومفهوم النقطة الثابتة ووضح فيه مفهوم مبرهنة بناخ الثابتة في الفضاءات المترية وتعد من اهم المبرهنات في التحليل 
 : أهمية البحث

اهتمت دراسة هذا البحث على مفهوم الفضاءات المترية والمفاهيم المرتبطة بها وعلى وجه الخصو  الخصائص المرتبطة  
بالمجموعات والتقارب مع امثلة توضيحية. و ناقشت ايضاً  صائص هذا الفضاء من اجل الحصول على  صائص فضاءات  
ذات طبيعة  اصة ومفهوم النقطة الثابتة وغيرها من الخصائص التي تلعب دور مهم في موضوع التحليل الرياضي والتطبيقات 
لدور   ومشابه  الدالي  التحليل  في  الأساسي  الفضاء  يمثل  الذي  المتري  الفضاء  على  الدراسة  هذه  وركزت   . والهندسية  الفيزيائية 

 مجموعة الاعداد الح ي ية في حساب التفاضل والتكامل.
 :أهداف البحث

 التعرف على مفهوم الفضاء المتري .  -1
 في هذا الموضوع. النظريات والمبرهناتبعض  التعرف علىالتعرف  -2
 أهم التطبيقات على الفضاء المتري.  التعرف على توبولوجيا الفضاءات المترية -3
 التعرف على تقارب المتتابعات والمتتابعات الكوشية في الفضاءات المترية. -4

 مشكلة البحث:
ليس هذا فحسب بل كان بداية المشكلة )  (R,R²من أهم المشاكل التي كان يواجهها الانسان حساب المسافة بين نقطتين  

كحساب المسافة بين الشيفرات الجينية في علم الوراثة والمسافات بين الكلمات في علم الحاسوب وغيرها من العلوم . فبدأ ظهور 
 .م 1906ما يسمى بالفضاء المتري الذي توصل اليه العالم الفرنسي فريشية من  لال بحثه في عام 

 هل الفضاء مجموعة مضمونة اي تعطي نتيجة؟-1
 هل عند جمع متجه مع متجه سرعة يظهر الناتج متجه سرعة؟ -2
 هل عند جمع دالة ربح لمنتج معين مع منتج ا ر يعطي دالة ربح ؟ -3
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 :المبادئ الأساسية في الفضاء المتري  -اولا 
نظام الأعداد الح ي ية ولاحظنا لهذا النظام نوعان من الخوا ، النوع الأول من الخوا  هي الخوا  الجبرياة وهاي التاي 

 تتعلق بالجمع والطر  والضرب والقسمة واستخراج الجذور أما النوع الثاني من الخوا  فهي التي تتعلق بمفهوم البعد 
)أو المسافة( بين عددين ومفهوم التقارب. يدعى هذا النوع من الخوا  بالخوا  التبولوجية أو الخوا  المترية وموضوع 

الغارض مان هاذا الفصال هاو دراساة هاذه الخاوا  وبالتاالي دراساة التحليال  ،التحليل الرياضي يتعلق بدراسة هذا النوع من الخاوا 
 .في الفضاءات العامة التي يمكن أن يعرف فيها البعد أو المسافة

        مجموعة غير  الية وله تطبيق من: xفضاء متري إذا كانت  (x,d)يقال ان الزوج المرتب  (1:  1)تعريف
              X x X         R                           يستوفي الشروط التالية:

1) d(x,y)  0  x, y,  X 

2) d(x,y) = 0      x = y  

3) d(x, y) = d(y, x)  x, y  X 

4) d(x, y)  d(x, t) + d(t, y)  x, y  X 

البعد أو  dكما يسمى التطبيق  x, yالبعد بين نقطتين  d(x, y)نقاط الفضاء ويسمى العدد  Xتسمى عناصر المجموعة 

 (Al Aloosi: 2024)   المسافة.

  (:1:1) مثال

   و  x, y  Rمجموعة الأعداد الحقيقية ولكل  Rفضاء متري حيث   (R, d)لتكن 

yxyxd −=),(  

Sol:  (d)   سنحقق الشروط الأربعة للبعد  

1) 00),( − yxyxd   

2) yxyxyxyxd ==−=−= 000),(  

3) ),(),(),()1(),( xydyxdxydxyyxyxd =−−−=  

4) ),(),(),(),(),(),,(),( ytdtxdyxdytdtxdyttxdyxd +++  

 (R, d) المتري الاعتيادي فضاء متري ويسمى بالفضاء. 

 

                                                                         :( 2:1)مثال 

 فضاء متري  (x, d)لتكن 

 diXxX                 R                                                               :ولتكن








=
=

yifx

yifx
yxd

1

0
),(

 

المتبايناة  (4)يبقاى أن نحقاق الشارط  ةمتحققا (3)و (2)و (1)ط و فضااء متاري، واضاح جاداً ان الشار  (x, d) فان الثنائي
 :المثلثية

4) ),(),(),( zydyxdzxd +  

 هنا سوف يكون لدينا ستة احتمالات:

1) zyyxzx +  

2) zxyxzx +=  
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3) zyyxzx =+  

4) zyyxzx +=  

5) zyyxzx +==  

6) zyyxzx =+=  

 (x, d) فضاء متري يسمى بالفضاء المتري المتقطع 

 (AlAni: 2012)                                                                             :مثال 

 X nIR =ليكن 

 R  ix )] n, ……, x2, x1= [(x nIRحيث 

x= (x1, x2, ….., xn)  Rn 

y= (y1, y2, …….., yn)  IRn 

 :فنعرف

22

11 )(........)(),( nn yxyxyxd −++−=  

فاي تعرياف البعاد ولأجال أن  (3)و (2)و (1)مان الواضاح ان تحقاق الشاروط  nIRهي البعاد علاى  (d)علينا أن نبين ان 
 :المتراجحات التاليةنعطي  (4)تحقق الشرط  (d)نبين ان 

 (شوارز –متراجحة كوشي )
 لأي مجموعة من الأعداد الح ي ية يكون:

bn, ……, b2, b1, an, …….., a2, a1 

22

1

22

12211 ........................... nnnn bbaabababa ++++++   

 (متراجحة فنكوفسكي)

 لأي مجموعة من الأعداد الحقيقية يكون:

bn, ……, b2, b1, an, …….., a2, a1 

22

1

22

1

22

11 .................)(........)( nnnn bbaababa +++++++++  

 :( 3:1)مثال 

2xx =   ليكن                                                                

RxRRd →22:  

2

22

2

11 )()(),( yxyxyxd −+−=  

 :باستخدام متراجحة فنكوفسكي (4)متحققة، يبقى أن نحقق الشرط  (3)و (2)و (1)واضح جداً ان الشروط 
4) ),(),(),( yzdzxdyxd +  

2

22

2

11 )()(),( yxyxyxd −+−=  

2

2222

2

1111 )()( yzzxyzzx −+−+−+−=  

2

22

2

22

2

11

2

11 )()()()( yzzxyzzx −+−+−+−  

),()()()()(),( 2

22

2

11

2

22

2

11 yzdyzyzzxzxzxd −+−+−+−=  

),(),(),( yzdzxdyxd +  
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  (R2, d)     فضاء متري 

 

(Andrzej Granas and James Dugundji, 2003) 

 : تبولوجيا الفضاء المتري   

 فان المجموعة التالية:  R r+إذا كان  x  xفضاء متري ولتكن  (x, d)ليكن 

  rxxdxxxBr =  ,()(   

   نصف قطر الكرة وبالتالي لو كان لدينا الفضاء المتري الاعتيادي أي أن: rمركز الكرة و xتسمى بالكرة حيث ان 

Xyxyxyxd −= ,),(   

 فان تعريف الكرة يكون بالشكل التالي:

 rxxdXxxBr =  ,()(  

 rxxXxxBr −=  ()(  

 rxxrXxxBr −−=  ()(  

 rxxrxXxxBr +−=  ()(  

),()( rxrxxBr +−=   

 نستنتج من أعلاه ان كل كرة هي فترة مفتوحة والعكس صحيح، نأخذ المثال التالي في الفضاء المتري الاعتيادي:









=
2

1
),()2(

2

1 zxdRxB  









−=
2

1
2)2(

2

1 xRxB  









−
−

=
2

1
2

2

1
)2(

2

1 xRxB  









+−=
2

1
2

2

1
2)2(

2

1 xRxB  









=
2

5

2

3
)2(

2

1 xRxB  









=

2

5
,

2

3
)2(

2

1B  

xsفضاء متري  x: ليكن  (1:2)تعريف   يقال ان المجموعةs  مفتوحة إذا كان لكلsx   يوجدr>0 :بحيث أن                        

 (Andrzej Granas and James Dugundji, 2003) 

sxBr )(   

 . sوتكون مجموعة جزئية من  sمفتوحة إذا وفقط إذا استطعنا أن نجد كرة لكل عنصر من عناصر  sبالتالي فان 
 (Gajic, L: 2001)                                                        :ملاحظة 

 فان:  xعائلة مجموعات مفتوحة في  Tفضاء متري و xإذا كان 
a كل من ) وx  تنتمي إلىT . 

b اتحاد أي عدد منتهي أو غير منتهي في المجاميع المفتوحة في )x  .يكون مجموعة مفتوحة 
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c.تقاطع أي عدد منتهي من المجاميع المفتوحة يكون مجموعة مفتوحة ) 
   :  (3-1)مثال

في الفضاء المتري الح يقي الاعتيادي استناداً إلى التعريف أعلاه هي مجموعة مفتوحة وذلك لأننا   (a,b)الفترة المفتوحة  
 . (a, b)بحيث تكون هذه الكرة مجموعة جزئية من  (a, b)نستطيع إيجاد كرة لكل نقطة من نقاط 

مفتوحة، أي    Eمجموعة مغلقة إذا كانت متممة المجموعة    Eتسمى    EXفضاء متري و  Xإذا كان    [:1( ] 1:9)تعريف
 مجموعة مفتوحة والمثال التالي يوضح ذلك:   s = X/Eان 
                                                                                  (Gajic, L: 2001) : ( 4-1) مثال

 مجموعة مغلقة في الفضاء المتري الاعتيادي استناداً إلى التعريف أعلاه فأن:  [a, b]الفترة المغلقة 
],/[),(),( baXba =−  

اتحاد أي عدد منتهي من المجاميع المفتوحة  (b.1)وبما ان كل فترة مفتوحة تكون مجموعة مفتوحة استناداً إلى الملاحظة 
 (Kishore: 2008)               مغلقة. Eمفتوحة وبالتالي فان  X/[a, b]يكون مجموعة مفتوحة فان 

 :  مجموعة غير مغلقة لكون  (a, b)الفترة  : ( 5-1)مثال
],/[),(),(),( baXbabaX =−=   

  :المتتابعات في الفضاء المتري 
 .مجموعة الأعداد الطبيعية  Nمجموعة غير  الية و Sإذا كانت 

   n Nتتابعة أي ان لكل م           يسمى       f:N                Sفكل تطبيق  N = {1,2,….} حيث:

 بحيث أن:   S nXيوجد 
n(n) = Xf 

ويرمز للمتابعة بالرمز  
=1nnX إذا كانت غير منتهية وإذا كانت منتهية فان   100

1=nnX  

المجموعة   NnX n   .تسمى مدى المتتابعة وواضح جداً ان المدى مجموعة جزئية من المتتابعة 

 ( Ramadan: 2013)                                                            :(6-1)أمثلة
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3)    .,.........1,1,1,1)1( 1 −−=−


=n
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4)    .,.........6,4,22 1 =


=nn  

 :تقارب المتتابعات في الفضاء المتري 
 إذا تحقق الشرط التالي:   X xمتقاربة إلى النقطة  n[x[متتابعة، يقال إن  x]n[فضاء متري ولتكن  (x, d)ليكن  :تعريف

 (Masiha: 2013 )                       
   knxxdNK n  ),(0  
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 ويرمز لتقارب المتتابعة بالرمز: 
 

تحوي على معظم حدود   xتكون متقاربة في الفضاء المتري إذا كانت كل كرة مركزها  {nX}بمعنى ان المتتابعة          

 .kالمتتابعة ماعدا عدد منتهي وليكن 

 بحيث أن: RMتكون مقيدة إذا وجد عدد حقيقي  (x, d)في الفضاء المتري  n[X[المتتابعة  :( 3-1)تعريف

xxMxxd n  ,),(    

 تكون مقيدة بالشكل التالي:  {nX}فان المتتابعة  (R, d)هذا يعني لو كان لدينا الفضاء المتري الاعتيادي 

Mxxn −  

MxxM n −−  

NnMxxMX n +−  

(Vasile I. Istratescu: 1981) 

 حيث أن:
X + M  القيد الأعلى للمتتابعة 
X – M  القيد الأسفل للمتتابعة 
   : (4: 1)ملاحظة 

a إذا كانت المتتابعة ){nX}   في(x, d) .متقاربة فان نقطة تقاربها وحيدة 
b كل متتابعة متقاربة في الفضاء المتري )(x, d)  .تكون مقيدة 

  :في الفضاء المتري )الفضاءات المتربة الكاملة(  ةالمتتابعات الكوشي
 متتابعة في الفضاء المتري إذا تحقق الشرط التالي: { nX}لتكن  :( 5: 1)تعريف

  kmnxxNdK mn  ,),(0  

( Filomat:  2013 ) 

 من التعريف أعلاه نستنتج التالي:
متتابعاة كوشايه والعكاس يكاون صاحيح فقاط فاي الأعاداد الح ي ياة )الفضااء المتاري الاعتياادي(  (x, d)( كل متتابعاة متقارباة فاي 1

 فانها متتابعة كوشيه ولكنها لا تقترب إلى نقطة تنتمي إلى مجموعة الأعداد النسبية. X = Qأي إذا كانت 
 فضاء متري تام. (R, d)( كل فضاء متري تحقق فيه كل متتابعة كوشيه متقاربة تسمى بالفضاء التام، بالتالي فان 2

 دالة الفضاء المتري الاعتيادي dولتكن  /X = R {0}لتكن ( :5: 1)مثال 
yxyxd −=),(  x, y  X لكل 

 المتتابعة 



=







1

1

nn
فضةةاء غيةةر   /R{ 0}بالتةةالي فةةان  R/[0]0متتابعة كوشيه ولكنها غير متقاربةةة لكةةون نقطةةة تقاربهةةا  

 (William,R.and Philip, 1987)    كامل.

 
 
 

XX n =lim
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Lim f(xn) = f( lim xn) 
 

 المتري:الستمرارية في الفضاء   -ثانياا 
مفهوم الاستمرارية يميز صنفاً من الدوال ذا أهمية  اصة ليست فقط في دراسة الرياضيات نفسها بل حتى في الاستخدامات 
العديدة في الرياضيات، حيث ان هذا الصنف من الدوال يلعب دوراً مهماً في الهندسة والفيزياء سنعطي في هذا الفصل تعاريف  

   الاستمرارية في الفضاء المتري ومفهوم النقطة الثابتة في الفضاءات المترية والعلاقة بين المفهومين.
 فضاء متري يقال ان التطبيق: d-(x ,-(و  (x, d)ليكن   (:1: 2)تعريف

 )-, d-f: (x, d)        (x   تطبيقاً مستمراً في النقطةx  x إذا كان لكل : 

    > 0 يوجد    S > 0   

 فان S) < d(x, xبحيث انه إذا كانت  xxإذا كانت لكل  :حيث
 d-(f(x), f(x)) <  أي ان ،f تكون مستمرة في x   

 (xsB(  Sونصف قطرها  xيوجد كرة مركزها  B)f(x((إذا كانت لكل كرة 
 حيث أن:

 

(Naom: 1986) 

 المبرهنة التالية تعطي وصفاً آ ر للتطبيقات المستمرة: 
  (:2: 2)مبرهنة 

 Vلكل  X (v) 1-fتكون مستمرة إذا وفقط إذا كان:  fفان  x       f: x-فضاء متري ولتكن  d-(x ,-(و  (x, d)ليكن  

 حيث أن:  Xمجموعة مفتوحة في 

 VxfxxVf =− )()(1
 

 بأنه مستمر.  fالمبرهنة التالية تستخدم المجاميع المغلقة لبرهنة أي تطبيق 
 ( Filomat:  2013 )                                                                        :( 3: 2)مبرهنة 

 المبرهنة التالية توضح العلاقة بين مفهومي التقارب والاستمرارية في الفضاء المتري. 
  :( 4: 2)مبرهنة 
إذا كانت  xمستمراً في  fيكون التطبيق  x  xولتكن  x        f: x-فضاء متري ولتكن   d-(x ,-(و  (x, d)ليكن 

 . x-في  f(x(متقاربة إلى  x)n{f{(تكون المتتابعة  xفي  xمتقاربة إلى  x}n{لكل 
 وبصورة مختصرة فان:

 

                    n                 n          

  : المطلوب برهان  x        nxبحيث أن  xمتتابعة في  n{x{ونفرض أن  x  xتطبيق مستمر في  fنفرض ان   البرهان:

                    f(xn)              f(x0) 

 xمتقاربة إلى  n{x{ونفرض ام  x  xتطبيق مستمر في  fنفرض أن 
 f(x(تحتوي على   x-مجموعة مفتوحة في  Vلتكن 

       X (V) 1-fبما ان التطبيق مستمر فأن 
 n{x{تحتوي على معظم حدود المتتابعة  1-f(V)يعني ان المجموعة  هذا x       nxوبما ان 

  f(x(و x)nf (بالتالي فأن  
  f  تطبيق مستمر 

 
 

))(())((  xfBxBf s 
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 مستمر fفأن   R xلكل  2f(x) = x            و R                  f: R     إذا كان :(5: 2) مثال

Sxxبحيث أن:    R  xلكون إذا  −           لكلR x  

 
22)()(  xxxfxf −=−  

 xxxx +−=  

xxS +  

0)()( +−  xxSxfxf  

0,0 + Sxx   

0+= Sxxt   

− )()( xfxf  

f                    دالة مستمرة 

(William A. Kirk and Brailey Sims,2012) 

 

 ( Vasile I. Istratescu, 1981)                                                                                   : ( 6: 2)مثال 

 R                     +f: R                                          لتكن

  :معرفة بالشكل
x

xf
1

)(   R X+ لكل  =

Szxو  S>0بحيث أن                               z           x :                                                       ولتكن −   

zx
zfxf

11
)()( −=− 

z

zx

zx

zx −


−
= 

S>0 وz>0   و
2

S
 

0
2
=

S
 

− )()( zfxf 

 f  دالة مستمرة عندz 

 ( Ramadan: 2013)                                     :مبرهنات النقطة الثابتة في الفضاء المتري 
نظرية النقطة الثابتة تستخدم في الكثير من فروع الرياضيات وتطبيقاتها. في هذا البند سنعطي بعض المفاهيم الأساسية 

 لهذه النظرية في الفضاء المتري.



 

 

433 

 f(x)حيث ان    x  xهي    fدالة النقطة الثابتة للدالة      f: x        xمجموعة غير  الية و    x: إذا كانت    (7:  2)تعريف
= x  وبعبارة أ رى النقطة الثابتة هي حل المعادلةf(x)           لكلxx                  .نقطة ثابتة 

انه تقليص   fعن               دالة، فنقول  f: x        xفضاءً مترياً و   (x, d)ليكن  : (8: 2)تعريف
(contraction)  

 بحيث يكون: k<1>0يحقق الشرط  kإذا وفقط إذا وجد ثابت مثل 

( ) ),()(),( yxkdyfxfd   x, y  x لكل 
 من بعضهما.  x, yصورتين أقرب أحدهما إلى الآ ر من قرب النقطتين   x, yوهذا يعني هندسياً ان لأي نقطتين 

   (  Naom: 1986)                                                          :( 9: 2)ملاحظة 
a لتكن )D   مجموعة مغلقة فيnR  فأنS: D        D  على                      تقليصD :إذا كان 

( ) ),()(),( yxCdySxSd     C<1, x,y  D>0 لكل 
b إذا كان )d(S(x), S(y)) = cd(x, y)  فانS  ينقل المجموعات إلى أ ارى متشاابهة هندساياً ويسامىS  عناد تشاابهاً أو

  .Cتحويل تشابه ذا المشتبه 
 عندها تقايساً. Sويمكن أن يسمى  d(S(x), S(y)) = d(x, y)فان  C = 1أما إذا كان 

          (Filomat: 2013 ) :(10: 2)ةمبرهن
 (. تكون مستمرة xكل دالة تقليص على الفضاء المتري )

 تقليصاً            f: x          xالبرهان: لتكن 
 عندئذ  x                  nxوتفرض 

( ) ),()(),( xxkdxfxfd nn   f(xn)                  f(x) ومنه 
   )مبرهنة بناخ للنقطة الثابتة( : (11: 2)مبرهنة 
 تمتلك نقطة ثابتة وحيدة. fفان الدالة          تقليص  f: x             xفضاءً مترياً تاماً و  (x, d)ليكن 

 f(x) = xبحيث ان  xمن   xأي توجد نقطة واحدة فقط 
 البرهان: 

 كوشيه: n{x{لنبرهن ان الآن   0nلكل  n) = xnf(x  +1بالشكل  fفرض الدالة ون xمن  xلنأ ذ أي نقطة 
( ))(),(),( 11 −+ = nnnn xfxfdxxd  

( ))(),(),( 211 −−− = nnnn xfxfkdxxkd  
( ))(),(),( 32

2

21

2

−−−− = nnnn xfxfdkxxdk  
),(.......),( 132

3

xxdkxxdk n

nn  −−  
 :  نحصل على m > nالآن لنفرض ان 

),(........),(),(),( 1211 nnmnmmnm xxdxxdxxdxxd +−−− +++  

( )
−−

=

=
1

0

1 ),(
nm

i

in xxdkk   
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),(),( 1

1

0

xxdkkxxd
nm

i

i

n

nm 







 

−−

=

 

),(
1

),( 1 xxd
k

k
xxd

n

nm
−

  

0<k<1   فان الطرف الأيمن صفر إذا كانتn وm  كبيرتين بالتالي فان}n{x  كوشيه في الفضاء المتريx . 

  ()كل متتابعة كوشيه تكون متقاربةفضاء متري تام xوبما ان 

 أيضاً                     x              n+1xفان                ومنه   x              nxهذا يعني ان 
 f(x)           )      nf(xدالة مستمرة هذا يعني ان  fوبما ان 

 n+1) = xnf(xوبما ان الدالة 
  n               n        

f(x) = x 
 x  نقطة ثابتة في الفضاء المتريX 

 وفيه   fلا xنقطتان ثابتتان في  x, yلإثبات وحدانية النقطة الثابتة نفرض ان 
d(x, y) = d(f(x), f(y))  kd(x, y) 

 x = yوبالتالي فان  d(x, y) = 0فان  k < 1وبما ان 
 . [1 ,0]جذراً واحداً فقط في  7x + 1 = 0 – 2+ x 3xبين ان المعادلة  :( 12: 2)مثال

 تامة فإنها Rمجموعة مغلقة في  [1 ,0]ونزوده بالفضاء المتري الاعتيادي نظراً إلى أن  = x [ 1 ,0]لنضع  الحل:

( )1
7

1
)( 23 ++= xxxf      x  x لكل 

f(x)  معرفة لكلx  x   [ 1 ,0على ] 

1
7

3
)111(

7

1
)( =++xf  

 f(x)  xبالتالي فأن 
 

 :   تمتلك نقطة ثابتة  fفان  (2: 2)وحسب المبرهنة 

)وحيد بحيث  xحيث ان هذا الا x [1 ,0]أي انه يوجد  )1
7

1
)( 23 ++== xxxfx  أي انه يوجدx   وحيد من

 7x + 1 – 2+ x 3xبحيث  [1 ,0]
   :( 13: 2)مثال 
 دالة معرفة بالقاعدة                :f [1, ]              [ ,1] ليكن 









+=

x
xxf

1

26

25
)(  

 نقطة ثابتة وحيدة. dتقليص وان  fاثبت ان 

lim f(xn) =   lim ( xn+1) 
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 فأن  x, y  [  ,1]الحل: لكل

yx
yxyfxf

11

26

25
)()( −+−=−  

yxyx
xy

yfxf −−−=−
26

251

26

25
)()(  

1
26

25
  فأنf  تقليص، وبما ان[1, ]   مغلقة فيR تامة بالتالي فان  فأنهاf  .تمتلك نقطة ثابتة 

   ملاحظة: إذا كان 

        







+==

x
xxfx

1

26

25
)( 

   : فأن

x
xx

1

25

26
=−  x =  5 أي x2 = 25 ومنه 

  ]1,  [ x  فان  x = 5 
 :الفضاءات المترية الجزئية ومفهوم النقطة الثابتة  -ثالثاا 

تعتبر مبرهنة بناخ للنقطة الثابتة في الفضاءات المترية من أهام المبرهناات فاي التحليال الرياضاي، حياث انهاا مان المصاادر 
 المهمة في نظرية النقطة الثابتة وطبقت في الكثير من فروع الرياضيات.

  في هذا الفصل سنحاول تعميم هذه المبرهنة في نوع جديد من الفضاءات المترية تسمى بالفضاءات المترية الجزئية.
 الفضاءات المترية الجزئية:  -1

  ،Xمتري جزئاي علاى المجموعاة  تشكل فضاء   +P: xxx       Rمجموعة غير  الية، الدالة  X: لتكن (1: 3)تعريف 
  (Al Aloosi :2024) إذا حققت الشروط التالية:

1- x = y              p(x,x) = p(x,y) = p(y,y)                              
2- p(x,x)  ≤  p(x,y) 
3- p(x,y) = p(y,x) 
4- p(x,y)  ≤  p(x,z) + p(z,y) – p(z,z) 

  .xدالة مترية جزئية على  pمجموعة غير  الية،  xيسمى الفضاء المتري الجزئي، حيث ان  (x,p)الثنائي 
 معرفة بالشكل التالي: pالمثال النموذجي لهذا الفضاء، عندما تكون الدالة 

P: R+xR+              R+   حيث انp(x,y) = max(x,y)   لكلx,y R+ 
 فان الدالة:  xفضاء متري جزئي على  pإذا كان  :( 2: 3)ملاحظة

Ps: XxX                 R+     :المعرفة بالشكل 
Ps(x,y) = 3P(x,y) – P(x,x) – P(y,y) 

  .xتكون فضاء متري اعتيادي على  
 إذا وفقط إذا   x  Xتكون متقاربة إلى  Xn}فضاء متري جزئي فالمتتابعة } (x, p): ليكون  (3: 3)تعريف

 lim P  }x,xn{ = P(x,c).                                                  (Vasile I. Istratescu, 1981 ) 
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 { تكون متتابعة كوشيه إذا وفقط إذا كانت: Xnفضاء متري جزئي فالمتتابعة} (x,p): ليكن  (4:3)تعريف
  {xn,xm  }lim P .موجودة 

n                                   m                
                 

  s  0يوجد  0إذا كان لكل   x   xمستمرة عند النقطة       تكون  F: X            X: الدالة ( 5:3)تعريف
 بحيث أن: 

F(Bp(x,s) ≤ Bp(F(x,)) 
                                          ( Filomat: 2013 ) الفضاء المتري الجزئي فان: (x,p): إذا كان  ( 6: 3)ملاحظة
(1 ){xn]  متتابعة كوشيه في(x,p) {إذا وفقط إذا كانت{xn  متتابعة كوشيه في(x,ps) . 
 تام. (x,ps)يكون تام إذا وفقط إذا كان الفضاء المتري  (x,p)( الفضاء المتري الجزئي 2)
(3 )lim Ps (xn,x) = 0   إذا وفقط إذا 

n                                  
P(x,x) = lim P(xn,x) = lim P(xn,xm) 
                               n                          m                                      

    مبرهنات النقطة الثابتة في الفضاءات المترية الجزئية:  -2
 دالة تحقق الشروط التالية:                       (: [0,)                [0,: لتكن ( 7: 3)تعريف

(1 )(0) = 0 و(t)0   لكلt0 . 
(2 )   دالة شبه مستمرة من جهة اليمين، بمعنى لأي متتابعة موجبة غير متزايدة{rn] ، 

                                                                                               .r  nlim r =فان  )r)(rn))(lim (infإذا كان 

  . n  nلكل  (rn)arnبحيث أن  nNو a(0,1)فانه يوجد  lim rn = 0حيث ان  rn}( لأي متتابعة}3)

فضاء متري  (x,p)بحيث أن  xدالة مترية جزئية على  pمجموعة مرتبة جزئياً وليكن  (≥,x)لتكن  :  (8: 3)مبرهنة

 دالة مستمرة غير متناقصة بحيث أن: T: x          xجزئي تام، ولتكن 

P(T(x), T(y)) ≤ P(x,y) – (P(x,y)) ………………..(1) 
   xx، إذا وجد   ( وy ≤ xأو  x ≤ yعنصران قابلين للمقارنة )أما  x,yأن          حيث  x,y  xلكل 

 . P(x,x) = 0أكثر من ذلك فان  T(x) = xبحيث أن  x  Xفانه يوجد  x≤ T(x)بحيث أن 
 البرهان: 
 ونفرض أن:  T(x)  xفان البرهان تافه، لذلك نفرض أن  T(x) = xإذا كان 

T(Xn-1) = Xn                 n = 1, 2, ….. 
لذلك نفرض   T (T(xn) = Xnنقطة ثابتة في  Xnفانه واضح جداً ان   n  Nلبعض   Xn = Xn+1إذا كان: 

  .n  Nلكل   Xn  Xn+1أن 
 دالة غير متناقصة لذلك سوف نحصل على أن:  Tو  X ≤ T(x)الآن، بما أن 

x ≤ x1 ≤ x2 ≤ ……≤ xn ≤ xn+1 . 
 ( نحصل على:  1وباستخدام ) xn-1 ≤ xnبما ان 

n        
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P(xn+1,xn) = P(T(xn), T(xn-1)) 
                 ≤ P(xn, xn-1) –  (P(xn, xn-1)) 
                   P(xn, xn-1) 

متتابعة غير سالبة وغير متزايدة بالتالي فانها   Pn = {P(xn+1, xn)}حيث أن:  Pnالآن سوف يكون لدينا متتابعة 
 .Pتمتلك غاية 

 بحيث أن:  n > nلكل  n  Nفانه يوجد  من تعريف   (2)من الشرط  P > 0إذا كان 
(Pn)   (P) > 0 

 بالإضافة إلى أن: 
Pn ≤ Pn-1 –  (Pn-1) ≤ Pn-1 –  (P) 

 نحصل على:   n              بأ ذ الغاية لا 
P ≤ P –  (P) ≤ P –  (P) < P 
 P < P C ! 

 P = 0 .                                                (Vasile I. Istratescu: 1981  )بالتالي فأن 
 متتابعة كوشيه xn}الآن لنبرهن أن }

   lim P (xn, xn-1) = 0من جهة أ رى بما أن 
 بحيث أن:  n > nلكل  n  Nو  a < 1 > 0فانه يوجد  من تعريف  (3)من الشرط 

 (P (xn, xn+1)) ≥ a P(xn, xn-1) 
         الآن سوف يكون لدينا:

P(xn+1, xn) ≤ P(xn, xn-1) –  (P(xn, xn+1)) 
                  ≤ P(xn, xn-1) – a P(xn, xn-1) 
                  = (1 – a) P(xn, xn-1) 
P(xn+1, xn) ≤ (1 – a) P(xn, xn-1) …………..(2)                      ( Andrzej:2003) 

    نحصل على: (2)من المتباينة 
P(xn+1, xn) ≤ (1 – a) P(xn, xn-1) ≤ ….. ≤ (1 – a)n P(x1, x) …………(3) 

 بالتالي فأن:   = (1 – a)لتكن 
Ps(xn+1, xn) = 2P(xn+1, xn) – P(xn+1, xn+1) – P(xn, xn) 
                   ≤ 2P(xn+1, xn) + P(xn+1, xn+1) + P(xn, xn) 
                   ≤ 2P(xn+1, xn) + P(xn+1, xn) + P(xn, xn) 
                   = 4P(xn+1, xn) = 4 n P(x1, x)1 
 Ps(xn+1, xn) ≤ 4n P(x1, x) 

 الآن:
Ps(xn+k, xn) ≤ Ps (xn+k, xn+k-1) + ……. + Ps (xn+1, xn) 

                  ≤ 4 n+k+1 P(x1, x) + …….. + 4n P(x1, x) 

                   
),(

1

)1(
4 1 xxP

kn





−

−
=

 



 

 

438 

                    
),(

1
4 1 xxP

n





−


 

تام بالتالي حسب   (x,p)وبما أن الفضاء المتري الجزئي  (x, ps)متتابعة كوشيه في الفضاء المتري  xn}هذا يعني أن }
 بمعنى: xإلى النقطة  (x,ps)متقاربة في الفضاء المتري  xn}المتتابعة}  (6: 3)الملاحظة 

→

=

n

xxP n

s 0),(lim

لبعض    x  x . 
 سوف نحصل على:  (6: 3)وبموجب الملاحظة

P(x,x) = lim P(xn,x) = lim P(xn, xm) ………………(4) 
 n                n           m          

 سوف نحصل على:  (x, ps)متتابعة كوشيه في الفضاء المتري  xn}وبما ان}

Lim Ps(xn, xm) = 0  

  نحصل على:   (3)ومن المتباينة 

Lim P(xn, xn) = 0     and      n           

 نحصل على:  Psوبالتالي من تعريف 

Lim P(xn, xm) = 0 

          n,m         
 نحصل على:  (4)ومن المتباينة 

P(x,x) = lim P(xn,x) = lim P(xn, xm) = 0 

                 n                  n,m         
 T(x) = xالآن سوف نبرهن أن 

 بحيث أن: S>0يوجد   > 0دالة مستمرة هذا يعني لكل  Tوبما أن  P(x, T(x)) > 0نفرض أن 

T(Bp(x,s)) ≤ Bp (T(x),) 

 
P(x,x) = lim P(xn, x) = 0 

  بحيث أن: K  Nهذا يعني يوجد 
knSxxPxxP n + ),(),(

 

 بالتالي فان:  n  kلكل  xn  Bp(x,s)لذلك 
)),(()),(()(  TBsxBTxT ppn

  

 أي أن: 
( ) ( ) knxTxTPxTxTP n + )(),()(),(  

 بالتالي فأن: 
( ) ( ))(),()(,lim 1 xTxTPxTxP n =+  



 

 

439 

 الآن:
( ) ( ) ( ) ( )1111 ,)(,,)(, ++++ −+ nnnn xxPxTxPxxPxTxP  
( ) ( ) ( ))(,,)(, 11 xTxPxxPxTxP nn ++ +  

    نحصل على:  (1)وباستخدام   n           بأ ذ 
( ) ( ) ( ) ( ) 0),(,(),()(, =− xxPxxPxTxTPxTxP   

 وبالتالي فأن: 
( ) xxTxTxP == )(0)(,  

 : تحت الدالة xونحاول الحصول على النقطة الثابتة  Tفي المبرهنة التالية، سوف نرفع استمرارية الدالة 
 T (T(x) = x)  

 :  ( 9: 3) مبرهنة
فضاء متري جزئي تام،  (x,p)، حيث ان xفضاء متري جزئي على  Pمجموعة مرتبة جزئياً، وليكن  (≥ ,x)إذا كانت 

 دالة غير متناقصة تحقق الشرط التالي:   T: x       xولتكن 
( ) ( ) )5......(..........),(),()(),( yxPyxPyTxTP −

 

 .  عنصران قابلين للمقارنة           y,xحيث أن  x, y  xلكل 
 فأن:  xXمتتابعة متزايدة متقاربة إلى  xn}كذلك الشرط التالي متحقق، حيث انه إذا كانت}

Xn ≤ x   n N      لكل 

 ، اكثر من ذلك  T(x)= xبحيث ان   xXفانه يوجد   x ≤ T(x) بحيث أن  x  Xبالتالي فأنه إذا وجد 
    P(x,x)= 0 :               فان

 البرهان: 
 بحيث أن: xn=(xn+1)ونعرف الدالة   xفي  xn}نحاول الحصول على المتتابعة}  (3-9) :كما في المبرهنة 

 ......... 11  +nn xxxx  
بالتالي فانه   (x,ps)متتابعة كوشيه في الفضاء المتري  xn}نحصل على أن} (1-3)وبنفس الخطوات السابقة في المبرهنة 

 بحيث أن: x  Xيوجد 
P(x,x) = lim P(xn,x) = lim P(xn, xm) = 0 

             n                   n,m         
 T(x) = xبقي الآن أن نبرهن أن 

 P(x,T(x)) > 0نفرض أن: 
 نحصل على:  (5)وبواسطة شرط المبرهنة 

( ) ( ) ( ) ( )1111 ,)(,,)(, ++++ −+ nnnn xxPxTxPxxPxTxP
 

( ) ( ) ( ))(),(,)(, 1 xTxTPxxPxTxP nn + +  

( ) ( ) ( )),(,)1 xxPxxPxxP nnn −++ +  

  نحصل على أن:  n          بأ ذ 
( ) xxTxTxP == )(0)(,  
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 :(2-3)و (1-3)المبرهنة الآن سوف نعطي الشرط الكافي لوحدانية النقطة الثابتة في 
 (6).... ..............((..yأو  xتكون قابلة للمقارنة مع  zبحيث ان  z  xيوجد  x,y  x))لكل 

 :  ( 10: 3)مبرهنة
 (. T( نحصل على وحدانية النقطة الثابتة للدالة 3-2و) (1-3)إلى المبرهنة  (6))بإضافة الشرط 

 البرهان: 
 < P(z,y) (z y)بالتالي فأن   مختلفة(  T)نقاط ثابتة للدالة  zyو  T(y) =yو   T(z)=zحيث أن   z, y  Xنفرض أن  

0. (Vasile I. Istratescu: 1981 )    
   الآن سوف يكون لدينا احتمالين:

 …,n=0قابلين للمقارنة لكل   Tn(y) = yو  Tn(z) = zقابلين للمقارنة فأن  y,zإذا كان  (1)
 : (1)وباستخدام الشرط 

( ) ( ) ( ) ( ))(),(()(),()(),(, 1111 yTzTPyTzTPyTzTPyzP nnnnnn −−−− −=   
( ) ( ) ( )),(,, yzPyzPyzP −=  
( ) ( ) !,, CyzPyzP   

 . y,zقابل للمقارنة لا  x  Xبحيث أن  x  Xغير قابلين للمقارنة، فانه يوجد  y,zإذا كان  (2)
أكثر من ذلك   …,n=0,1لكل  Tn(y) = yو  Tn(z) = zقابلة للمقارنة لا  Tn(x)غير متناقصة بالتالي فأن  Tوبما أن 

 فأن: 
( ) ( ))(),()(, xTzTPxTzP nnn =  
( ) ( ) ( ))(),(()(),()(, 1111 xTzTPxTzTPxTzP nnnnn −−−− −   
( ) ( ) ( ))(,()(,)(, 11 xTzPxTzPxTzP nnn −− −=   

( ) ( ))(,)(, 1 xTzPxTzP nn −  

ومن المتباينة     0 متتابعة موجبة غير متناقصة بالتالي فأنها متقاربة ونقطة تقاربها  P(z, Tn(x))بالتالي فأن 
 الأ يرة نحصل على: 

 − )(
 

 0 =                                                                        بالتالي فأن
P (z,Tn(x)) = 0 

 أ يراً:           P(y, Tn(x)) = 0                :على أنوبنفس الطريقة نحصل 
( ) ( ) ( ) ( ))(),(),()(,, xTxTPyxTPxTzPyzP nnnn −+  
( ) ( ) ( )yxTPxTzPyzP nn ),()(,, +  

 P(z,y) = 0نحصل على أن  n        وبأ ذ 
 z = yبالفرض     P(z,y)>0 (zy)وهذا تناقض لكون 

 :مجموعة مرتبة جزئياً مع الترتيب الطبيعي للأعداد الح ي ية نعرف (≥ ,x)،  فأن x=[0,+]لتكن  :( 11: 3)مثال
 P: XxX            R 
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 فضاء متري جزئي تام. (x,p)بالتالي فأن  P(x,y) = max{x,y}بالشكل 
 T: X              Xنعرف الدالة:               










+



=
1

3

1

100

)(
ifx

x

xif

xT

 
 بالشكل:   :  )             ]          0,)]   ,0غير متناقصة نعرف Tبالتالي فأن الدالة 

tt
3

1
)( =  (t  [0,  لكل   

     (تحقق شروط التعريف )تعريف  من السهولة إثبات أن 
 (Vasile I. Istratescu: 1981)        نحصل على الاحتمالات التالية: (10: 3)للمبرهنة (1)باستخدام المتباينة 

 فأن  x ≤ yو  x,y  1إذا كان  (1) 

( ) 






 ++
=

3

1
,

3

1
)(),(

yx
PyTxTP

)لأن الدالة غير متناقصة(                             

( )
3

1
)(),(

+
=

y
yTxTP

 
( )  yx

yx
yTxTP ,max

3

2

3
)(),( 

+


 
( )    yxyxyTxTP ,max

3

1
,max)(),( −=

 
( ) ( )),(),()(),( yxPyxPyTxTP −=  

(2) إذا كان   x[0,1) و   y1 و   x<y فأن:    

( ) y
yy

PyTxTP
3

2

3

1

3

1
,0)(),( 

+
=







 +
=

 
( )    yxyxyTxTP ,max

3

1
,max)(),( −=

 
( ) ( )),(),()(),( yxPyxPyTxTP −=  

(3) إذا كان   x,y  [0,1) وكان   x ≤ y فأن:    

P(T(x), T(y)) = 0 (1)                    هذا واضح بأن المتباينة       للمبرهنة    (12-3)     

 هي النقطة الثابتة الوحيدة.  x = 0بالتالي فأن  (1-3)تحقق كل شروط المبرهنة  Tمن أعلاه نحصل على أن 

 :الخاتمة
( أنااه كاماال إذا X, dيقااال عاان فضاااء متااري ). و متريااة معينااةان البعااد الصاافري المنفصاال قاباال للاحتساااب فااي فضاااءات 

، نهاية Xتوفرت أحدي هذه الشروط المتكافئة الواحدة منهن مع الأ ريات: لكل متتالية لكوشي مكونة من نقط تنتمي إلى مجموعة 
)أي أنها تتقارب مان نقطاة ماا  Xمجموعة تتقارب في  X. كل متتالية لكوشي معرفة في Xتنتمي هي الأ رى إلى نفس المجموعة  

 (.Xمن 



 

 

442 

الإغلاق ونقاط النهاياة وحادود المجموعاة فاي الفضااءات المترياة المبهماة. اتباع  دراسة مفاهيموكذلك يهدف هذا البحث الى  
وتقاااديم وعااارض بعاااض الخصاااائص الطوبولوجياااة ومفااااهيم البعاااد الصااافري، وتنااااول الثااااني تحدياااد البعاااد  البحاااث المااانهج التجريباااي

  الاستقرائي الصغير في الفضاء المتري المبهم. 
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